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Geometria proyectiva y vision arti cial

n Una introduccion a la Geometria Proyectiva
n para la reconstruccion 3D a partir de imagenes.
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Una larga historia hecha breve

n Estudio de las propiedades geométricas preservadas por
proyecciones: Euclides (325-265 AC), Apolonio (226-190
AC), Pappus (290-350), Desargues (1591-1661), Pascal
(1623-1662), ::: .

n Hacia la Geometria Proyectiva: Poncelet (1788-1867), Von
Staudt (1798-1867), Plucker (1801-1868).
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Biblografia n Tratados sobre la perspectiva en la pintura: Piero de la
Francesca (1420-1492).

n Invencion de la fotografia (1827) ! Aplicacion al problema
de la reconstruccion de elementos tridimensionales a partir
de imagenes (fotogrametria).

n Técnicas actuales de reconstruccion con camaras no
calibradas (1992-).
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Un objetivo concreto

Reconstruccidon 3D con camaras no calibradas

Datos de partida: Correspondencia entre puntos en varias
Imagenes.

Objetivo: Obtener
n Posiciones 3D de los puntos

n Parametros intrinsecos de las camaras

n Posiciones relativas de las camaras
Reconstruccion 3D (VRML)

(Pulsar boton derecho del raton y seleccionar “Abrir vinculo web en el explorador”.

Se necesita tener instalado un plug-in de VRML.))
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Proyecciones

Vamos a convertir estas ecuaciones en ecuaciones lineales.
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:

ax+ by+ c=0
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:
ax+ by+ c=0
Coordenadas homogéneas de la recta:
r (a;b;9
Punto de la recta

(x;y); (y; L)(a;b;9” =0
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Coordenadas homogéneas en el plano

Ecuacion afin de una recta:

ax+ by+ c=0

Coordenadas homogéneas de la recta:

r  (a;b;9

Punto de la recta

(x;y); (y; L)(a;b;9” =0

Coordenadas homogéneas del punto:

(X;Y;T)

(X;y; 1);
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X;Y; 0)?
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X;Y; 0)?
Punto de corte de dos rectas

aX +bY+cT=0; aX + Y +cT =0

) (XY;T)

(a;b;9  (a%b%c):
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X;Y; 0)?
Punto de corte de dos rectas

aX + bY+cT=0; aX + Y + T =0
) (X Y;T) (ab9  (A%HcY:
Cortamos dos rectas paralelas
aX + bY+c=0; aX +bY+c'=0
) (X Y;T) (ab;9  (ajh;d)

Obtenemos el vector director de la recta.

(b; a;0)
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X;Y; 0)?
Punto de corte de dos rectas

aX + bY+cT=0; aX + Y + T =0
) (X:Y:;T) (ab:9 (a%B%:cY:
Cortamos dos rectas paralelas
aX + bY+c=0; aX + bY+ =0
) (X;Y;T) (ab;9 (ab;0)

Obtenemos el vector director de la recta.

(b; a;0)

(X;Y;0) es el “punto” en el que se cortan todas las rectas con
vector directorv = ( X;Y)
) punto del in nito de la recta.
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Coordenadas homogéneas en el plano

?Qué representa el punto (X;Y; 0)?
Punto de corte de dos rectas

aX + bY+cT=0; aX + Y + T =0
) (X:Y:;T) (ab:9 (a%B%:cY:
Cortamos dos rectas paralelas
aX + bY+c=0; aX + bY+ =0
) (X;Y;T) (ab;9 (ab;0)

Obtenemos el vector director de la recta.

(b; a;0)

(X;Y;0) es el “punto” en el que se cortan todas las rectas con
vector directorv = ( X;Y)
) punto del in nito de la recta.

Los puntos del in nito forman la recta delinnito, T =0.
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Dualidad

Si en un teorema cambiamos “recta de nida por dos puntos*
por punto de corte de dos rectas, obtenemos otro teorema.

Por ejemplo:

n Dos puntos determinan una recta.
n Dos rectas determinan un punto.
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Dualidad

Teorema de Pappus
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Dualidad

Dual del teorema de Pappus

Y/
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Dualidad

Teorema de Pappus y su dual

A
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Espacio afin y espacio proyectivo

El espacio proyectivo es el espacio de las coordenadas

homogéneas.

——————— - — — — 9
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Homografias

Una homografia es una transformacion biyectiva del espacio
proyectivo de la forma

0 1 O 1 0 10 1
djp  Ajp2

Mw M Ny 30
T

dz1 d32 ds3

Dos matrices proporcionales de nen la misma homografia.
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Homografias

Una homografia es una transformacion biyectiva del espacio
proyectivo de la forma

01010 10 1

a;1 a2 as X
%}Yg 7! E@YO& E@azl az2 aze& %’Yg
az1 Az as3 T

Dos matrices proporcionales de nen la misma homografia.

En el espacio afin no es biyectiva:

n Los puntos (X;Y;T)(az1;az;asz)” =0 sevan alin nito.

n Los puntos de la recta del innito T = 0 aparecen en la recta

(11, @21;a31)  (@12; @22; A32).
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Homografias

Una homografia es una transformacion biyectiva del espacio
proyectivo de la forma

01010 10 1

a;1 a2 as X
%DYE 7! %Yog %321 az2 aze& EPYE
az1 Az as3 T

Dos matrices proporcionales de nen la misma homografia.

En el espacio afin no es biyectiva:

n Los puntos (X;Y;T)(az1;az;asz)” =0 sevan alin nito.

n Los puntos de la recta del innito T =0 aparecen en la recta

(11, @21;a31)  (@12; @22; A32).

Geometria proyectiva Estudio de las propiedades que se
preservan por homografias.
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El espacio proyectivo

n-dimensional

Coordenadas: de a nes a homogéneas y viceversa:

(X1;::55%Xn) !
Xl Xn

Xn+1 Xn+1

(X1;::7:Xn; 1)

(X100 Xni Xn+1)
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de a nes a homogéneas y viceversa:
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de a nes a homogéneas y viceversa:

Hiperplano del in nito:
Xn+1 =0

Dualidad:

Punto $ Hiperplano
Variedad de nida por m puntos $ Variedad interseccion de m
hiperplanos.
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El espacio proyectivo n-dimensional

Coordenadas: de a nes a homogéneas y viceversa:

Hiperplano del in nito:
Xn+1 =0

Dualidad:

Punto $ Hiperplano
Variedad de nida por m puntos $ Variedad interseccion de m
hiperplanos.

Homografias:
De nidas por n + 2 puntos en en posicion general.
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Respetan algo las homografias?

n Colinealidad
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Respetan algo las homografias?

n Colinealidad
n |Incidencia
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Respetan algo las homografias?

n Colinealidad
n |Incidencia
n Razon doble
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El espacio proyectivo 1D
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Razon doble

;1)

-(1;,0)

G (dg; dy)
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Razon doble

[A;B;C;D]=

Hle;B;C -

) (di;d3) = Hi(DY) =

Ho H !

Ho H ' jagc ) Hi
Ho (H (D% = Ho(D)=(di;dy)
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Razon doble

A (a;;a); B

[A;B;C;D]=

Formula de la razon doble:

(by;p); C

(c1;¢2); D (dp; do);
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Razon doble

Formula de la razon doble:

A

[A;B;C;D]=

(a1;a2); B

(by;p); C

(c1;¢2); D (dp; do);

Para cuatro puntos nitos:

A (al1),; B

[A;B;C;D]=

C

(b;1); C

a

(c;1); D (d;1);

b

-d
- d

a
b
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El espacio proyectivo 1D: razon doble

Una perspectividad es un caso particular de homografia entre

rectas proyectivas.
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El espacio proyectivo 1D: razon doble

Una perspectividad es un caso particular de homografia entre

rectas proyectivas.

/

/

La restriccion de una homografia N-D a una recta es tambiéen
una homografia entre rectas proyectivas.
) Las homografias preservan la razon doble de cuatro puntos

alineados.
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Proyecciones
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Proyecciones

En coordenadas a nes

o
I
=R

N <

Geometria proyectiva y vision arti cial - Universidad Auté noma de Madrid - 10-05-07 18




titlel
Geometria proyectiva y vision
arti cial

Introduccion

Elementos de geometria
proyectiva

Proyecciones
Coordenadas homogéneas
en el plano

Coordenadas homogéneas
en el plano

Dualidad

Espacio afin y espacio
proyectivo

Homografias

Visualizando la recta del

in nito

El espacio proyectivo

N -dimensional

Respetan algo las

homografias?

El espacio proyectivo 1D
Razoén doble

Razon doble

El espacio proyectivo 1D:

razon doble
Proyecciones

Reconstruccion proyectiva

Geometrias: euclidea, afin,
proyectiva

José Ignacio Ronda - GTI - UPM

Proyecciones

En coordenadas homogéneas

O 1 O

X 0 f
YR o
TO 0

0 1

X
Y
Z
T

1
O 0 O
f O O&
O 1 0
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Proyecciones

En coordenadas homogéneas, cambiando las coordenadas

O 1 0
P11

P13 P14
E‘DYO& %’pzl P22 P23 p24£ %Y

P31

P12

P32

101

N

P33 Paz4 T
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Reconstruccion proyectiva

Datos: Puntos q;; proyectados en varias imagenes:

dij
Incognitas:
n Matrices de proyeccion P;

n Puntos 3D Q);

Pi Q;
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Reconstruccion proyectiva

Datos: Puntos q;; proyectados en varias imagenes:

dij
Incognitas:
n Matrices de proyeccion P;

n Puntos 3D Q);

Pedimos demasiado:

Pi Q;

gj = PiQj =(PiH) H 'Q;
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Reconstruccion proyectiva

Datos: Puntos q;; proyectados en varias imagenes:
dj PiQ;

Incognitas:
n Matrices de proyeccion P;

n Puntos 3D Q);
Pedimos demasiado:

gj = PiQj =(PiH) H 'Q;

Incognitas realistas: Para alguna H,
n Matrices de proyeccién P°= P;H

n Puntos 3D QY = H 'Q;
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Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F (matrix fundamental) de rango dos tal

que

qi Fai =0:
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Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F (matrix fundamental) de rango dos tal
que

a’ Fai =0:
Algoritmo
1. Obtener F a partir de pares de puntos.

2. Obtener un par de matrices de proyeccion solucion a partir
de F:

P=1 0; P%°= eF ¢°

con e®del nicleo por la izquierda de F.
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Rec. proyectiva para dos imagenes

Condicion para gue exista solucion:
Que exista una matriz F (matrix fundamental) de rango dos tal
que

q” Fgi =0:
Algoritmo
1. Obtener F a partir de pares de puntos.

2. Obtener un par de matrices de proyeccion solucion a partir
de F:

P=1 0; P°= e°F ¢

con e%del ntcleo por la izquierda de F.
3. Obtener los puntos 3D resolviendo el sistema lineal

19 = PQi;  fa7’=P%Q;
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q= HQ;
es una version muy distorsionada de la escena.
n No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

n El plano del in nito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q= HQ;
es una version muy distorsionada de la escena.
n No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

n El plano del in nito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.

2. Es necesario convertir la reconstruccion proyectiva en una
reconstruccion euclidea.
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distancias, ...

Reconstruccion proyectiva

1. La reconstruccion proyectiva de los puntos Q;, Q= HQ;
es una version muy distorsionada de la escena.
n No se respetan angulos, ni distancias, ni ratios entre

n El plano del in nito ha cambiado de sitio: rectas paralelas
dejan de serlo.

2. Es necesario convertir la reconstruccion proyectiva en una
reconstruccion euclidea.

3. Para ello tenemos que estudiar como se ven las geometrias
afin y euclidea dentro de la geometria proyectiva.
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Jerarquia de geometrias

n Felix Klein (1872) propuso clasi car las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.
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Jerarquia de geometrias

n Felix Klein (1872) propuso clasi car las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

n Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.

u

Geometria euclidea: movimientos

Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
Geometria afin: a nidades

Geometria proyectiva: Homografias
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Jerarquia de geometrias

n Felix Klein (1872) propuso clasi car las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

n Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.

u

Geometria euclidea: movimientos

Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
Geometria afin: a nidades

Geometria proyectiva: Homografias

f movimientosg f semejanzasg f anidadesg f homografiasg
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Jerarquia de geometrias

5

5

5

Felix Klein (1872) propuso clasi car las propiedades
geomeétricas en funcion de su invariancia respecto de
distintos grupos de transformaciones.

Cada geometria esta asociada a un grupo de
transformaciones.

u

Geometria euclidea: movimientos

Geometria conforme (“euclidea”): semejanzas
Geometria afin: a nidades

Geometria proyectiva: Homografias

f movimientosg f semejanzasg f anidadesg f homografiasg

)

La geometria proyectiva incluye a las otras tres.
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Geometria afin

La geometria afin estudia las propiedades que se preservan

por a nidades .
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Geometria afin

La geometria afin estudia las propiedades que se preservan

por a nidades .
En coordenadas a nes:

q’= Aq + v:
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Geometria afin

La geometria afin estudia las propiedades que se preservan
por a nidades .
En coordenadas a nes:

q’= Aq + v:

En coordenadas homogéneas:
I
A v

0
Q O>1Q
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Geometria afin

La geometria afin estudia las propiedades que se preservan

por a nidades .
En coordenadas a nes:

q’= Aq + v:

En coordenadas homogéneas:

A

0

!
Vv

1 Q

Las a nidades son las homografias que preservan el

hiperplano del in nito, X, =0.
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Propiedades a nes: paralelismo

/
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Propiedades a nes: paralelismo
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Propiedades a nes: razon simple

® 0
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Propiedades a nes: razon simple

A
AO

(a;1); B
(a%1); B®

(b;1); C (c;1); D (d;1);d!1

(b 1); C°

(c%1):; D (d%1);d°!1
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.
En coordenadas a nes

0_

q°= R q°+ v;

En coordenadas homogéneas:

QO

R
O>

RR” = I
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Geometria euclidea

La geometria “euclidea” estudia las propiedades que se

preservan por semejanzas.

En coordenadas a nes

q°=

R q’+ v:

En coordenadas homogéneas:

QO

R
O>

RR” = I

!
Vv

1 Q

Las semejanzas son las homografias que preservan el plano

del in nito y algo mas.
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Circunferencias

Corte de una circunferencia con la recta del in nito.

i
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Dos puntos y su punto medio nos dan un punto del in nito.
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Buscando la conica absoluta

Dos direcciones (puntos del in nito ortogonales) nos dan un a
ecuacion en las componentes de la matriz de la conica

absoluta.

(X:Y:Z) (X%Y%Zz9> =0
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Autocalibracion con pixeles cuadrados

n Tener pixeles cuadrados equivale a que de cada camara
partan dos rectas conocidas gue cortan a la conica absoluta.
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Autocalibracion con pixeles cuadrados

n Tener pixeles cuadrados equivale a que de cada camara
partan dos rectas conocidas gue cortan a la conica absoluta.

n La calibracion euclidea consiste en hallar una conica que

corte a todas las rectas.
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n La calibracion euclidea consiste en hallar una conica que

corte a todas las rectas.

n Sitenemos diez 0 mas camaras se resuelve mediante

técnicas de algebra lineal.
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Autocalibracion con dos camaras

Partimos de dos imagenes tomadas con camaras
n Con pixeles cuadrados.

n Con el resto de los parametros intrinsecos iguales,
desconocidos.

El conjunto de soluciones depende de un parametro.

Ejemplo de reconstruccion:
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 936
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 946

0.25

0.2

0.1

008 @

Explorando la curva de soluciones.
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Explorando la curva de soluciones.
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Explorando la curva de soluciones.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 976

Ya hemos encontrado el angulo recto.
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Rec. euclidea - comp 2 - index 976

La misma, rotada.
Reconstruccion 3D (VRML)

(Pulsar botén derecho del raton y seleccionar “Abrir vinculo web en el explorador”.
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