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o Responder los problemas en hojas independientes.
o No se permite el uso de calculadora.

Problema 1 (6 p.)

En este ejercicio se estudian los parametros de calidad de constelaciones de gran nu-
mero de senales dispuestas en puntos de una reticula regular con envoltura esférica
centrada en el origen. Los calculos especificos para este tipo de constelacio-
nes los daremos en el enunciado de forma que sélo se necesitara la teoria
general que hemos visto para estudiar modulaciones.

En todos los casos supondremos constelaciones de M simbolos equiprobables en
las que que la distancia de cada senal a sus vecinas mas préximas es igual a d. Supo-
nemos que todas las regiones de decision son iguales. Las constelaciones que vamos a
comparar son:

= Unidimensional ocupando una longitud igual a 2R.

» Bidimensional, con regiones de decisién hexagonales (4rea 2/3r2, donde r es el
apotema) y envolvente circular (drea 7 R?).

» Tridimensional, con envolvente esférica (volumen (4/3)7 R?), como la que se ilus-
tra en la figura adjunta. Cada esfera de una capa (circunferencias punteadas en
la figura) descansan en el hueco que dejan cuatro esferas de la capa inferior (en
linea sé6lida en la figura). En consecuencia, cada esfera es tangente a otras doce
(cuatro en la capa inferior, cuatro en la superior y las cuatro adyacentes en su
misma capa). Las regiones de decision para este empaquetamiento tienen for-
ma de dodecaedro réombico (poliedro de 12 caras rombos idénticos). El volumen
del dodecaedro rémbico es igual a V' = 4+/2r3, donde r es el radio de una esfera
inscrita en dicho poliedro tangente a todas sus caras.

(a) (b)

Notando por V7 el volumen de la bola L dimensional que contiene la constelacion y
por V¢ el de las regiones decisién, tenemos M ~ Vi /V, y la energia media se aproxima



por

1 1 1 as(L, R)
E(w = - r; s r; 2v ~ / I'2dI' = 277

donde V; = V(L, R) es el volumen de la bola L-dimensional de radio Ry as(L, R) su
momento de orden dos. Estos parametros valen

V(1,R) = 2R, V(2,R) = TR?, V(3,R) = 37R?,
ax(1,R) = 2R3/3, ay(2,R)=7R'/2, ay(3,R) =

1. (4 p.) Expresar la energia media en funcion de d y M y calcular el valor de § para
las tres constelaciones anteriores.

2. (2 p.) Calcular una cota superior de la probabilidad de error en funcién de d y de
0, para las tres configuraciones.

Problema 2 (4 p.)
Se considera un sistema de transmisién digital basado en las sefiales equiprobables

1 ; ; .
si(t) = Ap(t), Y(t) = ﬁfo,T(t% Ay = OFEDE =4

con 7' = 1. El canal de transmision presenta propagacion multitrayecto, de forma que
las senales recibidas son de la forma

Gi(t) +n(t), 5(t) = si(t) + ae’®s;(t — 7).

donde n(t) es ruido blanco gaussiano complejo (n(t) = n.(t) + jns(t) con n. y n, ruido
blanco gaussiano con densidad espectral de potencia bilateral N).

Suponemos que el receptor conoce las senales y los parametros del canal o = 1/4,
¢ =7/2, 7 =T/4 (constantes). La decision se basa en un filtro con respuesta al impul-
so ¢*(—t) cuya salida se muestrea en el instante ¢ = 0. Denominando X = X, + jX; a
la muestra a la salida del filtro

(a) (1.5 p) Indicar los elementos del problema de estimacién bayesiana correspondien-
te a la determinacion de la senal transmitida s; a partir de la observacién (X, X;).
(b) (1.5 p) Representar graficamente las regiones de decision 6ptimas,

(c) (1 p) Dar una expresion de la probabilidad de error en términos de la funcién @
si las regiones de decision estuvieran fueran las delimitadas por los ejes de ordenadas.



Soluciones

Para L = 1 es 2R =~ Md y en consecuencia

R M?
E(w N o= —d2
LT3 T 403
con lo que
d? 12
b=z %
Para L =2
TRY/2  R?
5(1112 N s T o
’ TR? 2

El area del hexagono es de calculo inmediato: Si S es la superficie, a el
apotema y [ el lado del hexdgono, S = 6a - /2, y puesto que tan § = % = %2
resulta S = 3a%a = 2v/3a?.

La distancia entre sefiales adyacentes es el doble del apotema, esto es, d =
2a, por lo que

S =2v3a% = ﬁdz

2
por lo que
TR*~ M §d2
Substituyendo el valor de R*:
R? V3
w2 X = M—d2
b2 ™ 5 4
de donde
d? 4
B = ~
gav,Z M\/g
Para L =3

ArRY)5 3R
5(111,3 ~ 3

La distancia entre las sefiales correspondientes a dos regiones de decision
adyacentes es igual a dos veces el radio de cada esfera, por lo que el volumen
de la region de decision es

Ve(3) = 4v2 (g)?, — Qd?’

2

Como en los casos anteriores:

éng ~ Mﬁd‘g
3 2
luego
| (3Mve)’
- o3
y

Wl

2T

gav,?) ~= —_——S — =

3R2 3(3Mv2)° 3 (3M\3
5 5 2.973 10



con lo que

G P10 2m
T Ema 3 \3M

En la figura adjunta se representan los valores de $ en funcion de M para las
tres constelaciones. La ventaja de incrementar la dimension se hace evidente
para valores elevados de M (numero de sefiales).
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2. Como sabemos,

dmin,i dj,i dmin,i
Q( %, ) SPe,iSZQ<20n> S%“Q( 9%, )
JEV;
donde V; es el conjunto de sefiales vecinas y v; el nimero de elementos de V;. En
nuestro caso, y despreciando la periferia de las constelaciones, todas las sefiales
tiene la misma probabilidad de error y todas las sefiales vecinas (2 en en caso
unidimensional, 6 en el bidimensional y 12 en el tridimensional) se encuentran
a la misma distancia (d) por lo que las cotas pedidas son:

d
Pegvi'Q<2 )
o

Pe,lDSQ'Q<i) Pe,2D§6'Q<i) Pe,3D§12'Q<i)

20, 20, 20,

Problema 2
(a) El problema de estimacién bayesiana consiste en estimar el valor de la incégnita
iy 1 = 1,...,4, con probabilidades a priori P, = 1/4 en base a la observacién (X, Xj),

cuya fdp condicional vamos a calcular. Si se transmite s; tenemos
X = X+ 35X, = (8:(t) +n(t), (1)) = (Ai(®(t) + ae’®P(t — 7)) +n(t), (1))

. 3
= Ai(1 + ae?®p) + nye + jni, = A; (1 +jﬁ) + nye + Jnas,

puesto que p = (¥(t —7),9(t)) = -



Como ny. + jni, es el producto escalar de la senial de ruido blanco gaussiano complejo
n(t) con una senal de energia unidad, v (t), ni. y ni; son gaussianas independientes
de media nula y varianza o2 = N, luego X. y X, con gaussianas independientes de
varianza o, y medias, respectivamente, la parte real y la parte imaginaria de A;(1 +
ael?p).

(b) Al ser las senales equiprobables, las regiones de decision estan dadas por el
criterio de minima distancia, y por tanto sus fronteras estan delimitadas por las me-
diatrices de los segmentos que unen las sefiales vecinas. En este caso las fronteras
corresponden a los ejes girados.

(c) La probabilidad de error es la misma para cualquier senal. Si el vector de me-
dias de la observacién cuando se transmite s, es (u1, 2), tenemos

Pp = Pp1 =1~ P(ni.> —p1)P(nge > —p2) =1 — (1 = Q(p1/0,))(1 — Q(ua/0m)).



